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Äèíàìèêà ñëîæíûõ

æèäêîñòåé

Â ýòîé ãëàâå äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê ëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ òå÷åíèÿ
è äåôîðìàöèè ìàòåðèàëüíîé ñðåäû ñëåäóþò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è
ïðèíöèïîâ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè. Íà÷àëî ðàññìîòðåíèÿ áûëî
ïîëîæåíî, ïî-âèäèìîìó, Ýéëåðîì è Áåðíóëëè â âîñåìíàäöàòîì ñòî-
ëåòèè, ëîêàëüíûå ïðèíöèïû òåðìîäèíàìèêè äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû â
ôîðìå óðàâíåíèé áàëàíñà áûëè çàïèñàíû â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà ßó-
ìàííîì (Jaumann, 1911) è Ëîðîì (Lohr, 1917). Â ñîâðåìåííîé ôîðìå
òåîðèÿ èçëîæåíà, íàïðèìåð, â êíèãàõ Äå Ãðîîòà è Ìàçóðà (de Groot
and Mazur, 1962) è Ëàíäàó è Ëèâøèöà (1986). Äàëåå ìû ñëåäóåì ñòàòüå
àâòîðà (Ïîêðîâñêèé, 1970), â êîòîðîé âíóòðåííèå ïðîöåññû ðåëàêñà-
öèè áûëè âêëþ÷åíû â ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëèðîâêó ïðîáëåìû. Ïðèí-
öèïû òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè îáñóæäàþòñÿ, íî íå äåëàåòñÿ ïîïûòêà
ðàññìîòðåòü âñå äîñòóïíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ.

7.1 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè è çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ èìïóëüñà

Íåïðåðûâíàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè

ρ = ρ(x, t).

Äâèæåíèå íåïðåðûâíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè v,
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êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñðåäíåé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòüþ è
èìååò òðè êîìïîíåíòû � ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè �

vi = vi(x, t), i = 1, 2, 3.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ìîæåò áûòü íàïèñàí â ôîðìå óðàâíåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div ρv = 0, (7.1)

ãäå ρv � ïîòîê ïëîòíîñòè ìàññû. Çäåñü è äàëåå ïëîòíîñòü íåêîòîðîé
âåëè÷èíû îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýòîé âåëè÷èíû â åäèíèöå îáúåìà ñðåäû.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

∂(ρvi)

∂t
+

∂Πik

∂xk
= σi,

ãäå Πik = ρvivk −σik � òåíçîðíûé ïîòîê ïëîòíîñòè èìïóëüñà, êîòîðûé
ñîñòîèò èç êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà è òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ σik; âåëè÷èíà
σi ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âíåøíèõ ñèë, êîòîðûå äåéñòâóþò íà æèäêîñòü.

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü çàïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, ÷òîáû ïå-
ðåïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïëîòíîñòè èìïóëüñà â ôîðìå

ρ

(
∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

)
=

∂σik

∂xk
+ σi. (7.2)

Ïðè âðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ, íàìíîãî áîëüøèõ, ÷åì âðåìåíà ðåëàê-
ñàöèè æèäêîñòè, âíóòðåííåå è âíåøíåå âðàùåíèå óðàâíîâåøåíî, è, òà-
êèì îáðàçîì èç óðàâíåíèÿ (7.2) ñëåäóåò

σik − σki = −Nik. (7.3)

Òåíçîð íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷åñêèì, åñëè èìååòñÿ âíåø-
íèé âðàùàþùèé ìîìåíò ñèëû Nik. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë çàêîí
ñîõðàíåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà äëÿ ñðåäû ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñèììåò-
ðè÷íîñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ìû äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåí-
íåå è âíåøíåå âðàùåíèå óðàâíîâåøåíî, è òåíçîð íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêèì.

7.2 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è áàëàíñ ýí-

òðîïèè

Ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè æèäêîñòè U ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íà êàê ñóììà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêîé
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ïîëíîé ýíåðãèè ïîêîÿùåãîñÿ îáúåìà

U =
1

2
ρv2 + U0. (7.4)

Çàìåòèì, ÷òî îáú¼ì, ôèêñèðîâàííûé â äåôîðìèðóåìîé æèäêîñòè, íå
ñîäåðæèò îïðåäåë¼ííîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, è ïîòîìó â êà÷åñòâå
òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ê êîòîðîé âîçìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëü-
òàòû âòîðîé ãëàâû, ïðèíèìàåòñÿ ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî æèäêî-
ñòè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü åäèíèöó ìàññû. Îáðà-
ùàÿñü ê ñîîòíîøåíèþ (2.8), çàïèñûâàåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ
èçìåíåíèå ýíåðãèè åäèíèöû ìàññû æèäêîñòè â çàâèñèìîñòè îò èçìå-
íåíèé àðãóìåíòîâ

dε = T ds− pdv +
1

ρ
Ξα dξα, (7.5)

ãäå p � äàâëåíèå, v è s � îáúåì è ýíòðîïèÿ åäèíèöû ìàññû. Êàê õàðàê-
òåðèñòèêè íåðàâíîâåñíîñòè, â ôîðìóëå (7.5) ïðèñóòñòâóþò âíóòðåííèå
ïåðåìåííûå ξα, ãäå èíäåêñ α èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íîìåðà ïåðåìåííîé è åå
òåíçîðíûõ èíäåêñîâ, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñèëû

Ξα =

(
∂U0

∂ξα

)
s,ρ

= −T

(
∂(ρs)

∂ξα

)
T,ρ

> 0.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ýíåðãèè åäèíèöû îáú¼ìà êàê U0 = ρε, íà
îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (7.5) çàïèñûâàåì äèôôåðåíöèàë ýòîé âåëè÷èíû

dU0 = ρT ds+ w dρ+ Ξα dξα, (7.6)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ òåïëîñîäåðæàíèÿ åäèíèöû ìàññû w =
ε+p/ρ. Âåëè÷èíû T,w è Ξα ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ s, ρ, ξα.
Â ðàâíîâåñèè, êîãäà íåò íèêàêèõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, âñå ξα = 0, â
òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû T è w ïðèíèìàþò ñâîè ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âíóòðåííèå èñòî÷íèêè ýíåðãèè â æèäêîñòè
îòñóòñòâóþò, òàê ÷òî èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè U ñâÿçàíî
òîëüêî ñ ïîòîêàìè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îáúåìà. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè ìîæåò áûòü íàïèñàí â ôîðìå

∂U

∂t
+ div q = 0, (7.7)

ãäå q � ïîòîê ïëîòíîñòè ýíåðãèè.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òàêæå èçâåñòåí êàê ïåðâûé ïðèíöèï òåð-
ìîäèíàìèêè. Ïðè ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ñëå-
äóåò èñïîëüçîâàòü òàêæå âòîðîé ïðèíöèï òåðìîäèíàìèêè, êîòîðûé
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ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè s åäèíèöû
ìàññû. Óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ ïëîòíîñòè ýíòðîïèè èìååò ôîðìó

∂(ρs)

∂t
+ div (vρs+H) = Σ ,

ãäåH � íåêîíâåêòèâíûé ïîòîê ïëîòíîñòè ýíòðîïèè, Σ � íåîòðèöàòåëü-
íîå êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè. Çàïèñàííîå óðàâíåíèå ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â äðóãîé ôîðìå

ρ

(
∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi

)
+ divH = Σ . (7.8)

Óðàâíåíèå (7.8) íå ïðåäïîëàãàåò ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû è ñïðà-
âåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå.1

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýí-
òðîïèåé è âíóòðåííåé ýíåðãèåé, íåêîíâåêòèâíûé ïîòîê ïëîòíîñòè ýí-
òðîïèè H â óðàâíåíèè (7.8) ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ ïîòîêîì ïëîòíîñòè
ýíåðãèè q â óðàâíåíèè (7.7); ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè Σ òàêæå ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíî ÷åðåç ïîòîêè.

Òåïåðü, ïðèíèìàÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.4) è (7.6) âî âíèìàíèå, ìû ìîæåì
íàïèñàòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè äâèæóùåéñÿ
æèäêîñòè

∂U

∂t
= ρvi

∂vi
∂t

+ ρT
∂s

∂t
+

(
w +

v2

2

)
∂ρ

∂t
+ Ξα

∂ξα

∂t
.

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (7.1), (7.2) è (7.8), ÷òîáû ïðå-
îáðàçîâàòü çàïèñàííîå âûøå âûðàæåíèå ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå èìååò

1Äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ëîêàëüíî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, èìååòñÿ
òîëüêî êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ýíòðîïèè. Äåëî îáñòîèò òàêèì îáðàçîì äëÿ èäåàëü-
íîé æèäêîñòè, äëÿ êîòîðîé

∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi
= 0.

Óâåëè÷åíèå ýíòðîïèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîäñòâîì òåïëà â åäèíèöå îáúåìà
æèäêîñòè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñ äèññèïàöèåé ýíåðãèè Φ.

ρ

(
∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi

)
=

Φ

T
.

Íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
ñèñòåìó, êàê íàõîäÿùóþñÿ ëîêàëüíî â ðàâíîâåñèè.

ρ

(
∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi

)
>

Φ

T
.

Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò îáðàùàòüñÿ ê óðàâíåíèþ (7.8).
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ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∂U

∂t
+

∂

∂xk

[
ρvk

(
w +

v2

2

)
− vi(σik + pδik) + THk

]
(7.9)

= TΣ − (σik + pδik)νik +Hi∇iT +
dξα

dt
Ξα,

ãäå νik =
∂vi
∂xk

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè.

Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (7.7) è (7.9) îïðåäåëÿåò âûðàæåíèÿ

qk = ρvk

(
w +

v2

2

)
− vi(σik + pδik) + THk, (7.10)

Σ =
1

T

(
(σik + pδik)νik −Hi∇iT − dξα

dt
Ξα

)
. (7.11)

Âûðàæåíèå (7.10) îïðåäåëÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòîêè σik+pδik
è Hk. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (7.11) îïðå-
äåëÿþò ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè êàê ïðîèçâåäåíèå (âîçìîæíî ñ íåêîòî-
ðûìè ìíîæèòåëÿìè) óêàçàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ è òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ñèë νik è ∇iT , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó âûðàæåíèþ
(4.10). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññû ñ ãðàäèåíòàìè ñêîðîñòè è òåìïå-
ðàòóðû, êàê âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ çäåñü êàê
ñòàöèîíàðíûå, êîãäà âðåìåíà ðåëàêñàöèè âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ïðå-
íåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè äâèæåíèÿ
æèäêîñòè. Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ñòîðîíå ñîîòíîøåíèÿ (7.11)
îïðåäåëÿþò íåïîñðåäñòâåííûé âêëàä â ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè ïðè ðå-
ëàêñàöèè íåîïðåäåëåííûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, êàê ïðåäñòàâëåíî
îáùèì âûðàæåíèåì (2.18); âðåìÿ ðåëàêñàöèè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ìà-
ëûì â ýòîì ñëó÷àå. Óðàâíåíèå ðåëàêñàöèè âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ
äîëæíî áûòü âêëþ÷åíî íåïîñðåäñòâåííî â ñõåìó ðàññìîòðåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ξα ââåäåíû â ñîîòíîøåíèè
(7.6) ôîðìàëüíî. Îäíàêî, óñïåõ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé çàâèñèò îò
íàäëåæàùåãî âûáîðà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ äëÿ èññëåäóåìîãî ñëó-
÷àÿ. Ðàññìîòðåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáû÷íî ïîìîãàåò ðàñïîçíàòü,
êàêèå âåëè÷èíû îïèñûâàþò îòêëîíåíèå ñèñòåìû îò ðàâíîâåñíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.
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7.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòîêè è ïðîöåññû

ðåëàêñàöèè

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëåå, ìû äîëæíû âñïîìíèòü, ÷òî, ñîãëàñíî
âòîðîìó óðàâíåíèþ èç (4.3), òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòîêè â ñòàöèîíàð-
íîì ñîñòîÿíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ñèë (íå óïîìèíàÿ äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå), à èçìåíå-
íèå âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ñ çàìåòíûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíî óðàâíåíèåì (3.2), òàê ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ìû ìîæåì çàïèñàòü çàâèñèìîñòè2

σij + pδij = fij(νjs,∇lT, ξ
γ)

−Hi = Hi(νjs,∇lT, ξ
γ),

−dξα

dt
= gα(νjs,∇lT, ξ

γ). (7.12)

Ìû äîëæíû îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ïîñëåäíåå îòíîøåíèå â (7.12),
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåëàêñàöèè äëÿ ïåðåìåííîé ξα.

Çàâèñèìîñòè (7.12) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â âèäå êâàçè-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé àðãóìåíòîâ, ÷òî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ. Íî
ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷åñêóþ è àíòèñèììåòðè÷å-
ñêóþ ÷àñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé, êàê îòäåëüíûå ïîòîêè, ÷òî îïðåäå-
ëÿåò ñîîòíîøåíèÿ

1

2
(σik + σki + 2pδik) = ηikjsγjs +Kikjsωjs + Likj∇jT +Mikαξα,

1

2
(σik − σki) = Kikjsγjs +Nikjsωjs + Cikj∇jT +Dikαξα,

−Hi = Lijsγjs + Cijsωjs +Aij∇jT +Giαξα,

−dξα

dt
= Mαjsγjs +Dαjsωjs +Gαi∇iT + Pαγξγ .

(7.13)

2Îòìåòèì, ÷òî äèôôóçèåé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü äèôôóçèåé ñòðóê-
òóðíûõ ýëåìåíòîâ ïðè íåãîìîãåííîì ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïåðåìåí-

íûõ çäåñü ïðåíåáðåãàåì. Èíà÷å, âåëè÷èíû âèäà
∂2ξα

∂xi∂xl
äîëæíû áûòü äîáàâëåíû ê

íàáîðó àðãóìåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèé â (7.12). Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ýòó
ñèòóàöèþ âïðåäü.
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Òåíçîð ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè òàêæå ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ñèììåò-
ðè÷åñêîé è àíòèñèììåòðè÷åñêîé ÷àñòåé

γij =
1

2
(νij + νji), ωij =

1

2
(νij + νji).

Ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû â (7.13) çàâèñÿò îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðûìè, â îáñóæäàåìîì ñëó÷àå, ÿâëÿþòñÿ äàâëåíèå p
èëè ïëîòíîñòü ρ (ìû ìîæåì, âûáðàòü ëþáóþ èç íèõ, òàê êàê ñóùåñòâó-
åò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùåå ýòè ïåðåìåííûå), òåìïåðàòóðà T
è âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ξα. Âñå êîìïîíåíòû ìàòðèö â ñîîòíîøåíèÿõ
(7.13) çàâèñÿò îò âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, òåì íå ìåíåå, ðàññìàòðè-
âàÿ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ïðèãîäíîå äëÿ ïðèëîæåíèé, ìîæíî
ñ÷èòàòü èõ íåçàâèñÿùèìè îò âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.

Îñíîâàíèåì äëÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñëóæèò ïðèíöèï Îíçàãåðà (ñì. ðàçäåë 4.5), êîòîðûé ñïðàâåäëèâ äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. ×òîáû âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðèíöèïîì, ðàçëîæèì êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè (7.13) â ðÿä
îêîëî ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. ×ëåíû íóëåâîãî
ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòðèö â ðÿä ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
ÿìè

K0
jsik = K0

ikjs, C0
ikj = −C0

jik, L0
jik = −L0

ikj . (7.14)

×åðòî÷êè íàä ñèìâîëàìè îçíà÷àþò ìàòðèöû, êîòîðûå ïîëó÷åíû èç
ïåðâîíà÷àëüíûõ ìàòðèö (áåç ÷åðòî÷åê) ïðîñòûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îò-
ìåòèì åùå ðàç, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè ξα = 0. Äàëåå,
èíòåðåñóÿñü íåëèíåéíûìè îòíîøåíèÿìè, ó÷èòûâàåì, ÷òî âñå ìàòðèöû
çàâèñÿò îò âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.

Â ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà âñå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñêà-
ëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì è âñå
ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû â (7.13) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó; îòíîøåíèÿ (7.13) ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü ëåãêî íàïèñàíà äëÿ êàæäîãî äàííîãî íàáîðà âíóòðåííèõ ïå-
ðåìåííûõ.

Â ðåîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ, óðàâíåíèÿ (7.12) èëè (7.13) ñîñòàâëÿþò
ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû. Âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè
(7.3), (7.4) è (7.7), îíè îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñðå-
äû. Ïðèñóòñòâèå âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ è óðàâíåíèé äëÿ èõ èçìå-
íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè æèäêîñòåé, êîòîðûå
ìû íàçûâàåì ñëîæíûìè æèäêîñòÿìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â ýòîé ãëà-
âå. Ôàêòè÷åñêèå ñâîéñòâà æèäêîñòè îïðåäåëåíû âûáîðîì âíóòðåííèõ
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ïåðåìåííûõ ξα. Ñîîòíîøåíèÿ (7.13) ìîãóò áûòü ëåãêî çàïèñàíû äëÿ
êàæäîãî çàäàííîãî íàáîðà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Íàáîð âíóòðåí-
íèõ ïåðåìåííûõ áûë èäåíòèôèöèðîâàí, íàïðèìåð, äëÿ ðàñòâîðîâ è
ðàñïëàâîâ ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåé, ÷òî îïèñàíî â ìîíîãðàôèè àâòîðà
(Pokrovskii, 2010).

7.4 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ ìåäëåí-

íûõ äâèæåíèé

Çàïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ (7.13) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê áî-
ëåå îïðåäåë¼ííîé ôîðìå ïðè íàëîæåíèè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé, êîòî-
ðûå ñëåäóþò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äâèæåíèå ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ
ñðåäû íå ìåíÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî, òàê ÷òî îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

uρa

η
≪ 1. (7.15)

Çäåñü, a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà; ρ � ïëîòíîñòü,
ðàâíàÿ ïðèáëèçèòåëüíî 1 g/cm3; η � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò âÿç-
êîñòè ñðåäû, êîòîðûé ìîæíî îöåíèòü êàê 10−2 − 10 Ps. Õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû u íå ïðåâûøàåò, î÷åâèäíî,
ñðåäíþþ òåïëîâóþ ñêîðîñòü (T/m)1/2. Ëåãêî âèäåòü ÷òî ïðè êîìíàò-
íîé òåìïåðàòóðå è ïðè âûïèñàííûõ âûøå çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí, óñëîâèå
(7.15) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè a ≫ 10−7 − 10−6 cm.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíû-
ìè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ãàëèëåÿ. Ýòî ìîæåò áûòü òàêæå
ñêàçàíî îá îòíîøåíèÿõ (7.12) è (7.13). Â ñëó÷àå, êîãäà äâèæåíèÿ âíóò-
ðåííèõ ÷àñòèö ìåäëåííû (â ñìûñëå, îáñóæäåííîì âûøå), ìû ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëüíûé ïðèíöèï, êîòîðûé ãëàñèò,
÷òî âñå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò îäèíàêîâûì îáðàçîì è, ñëåäîâàòåëüíî,
äîëæíû îïèñûâàòüñÿ ïîäîáíûìè óðàâíåíèÿìè âî âñåõ ñèñòåìàõ êîîð-
äèíàò, êîòîðûå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðåîáðàçîâàíèåì

xi = aikx
′
k + cI , (7.16)

ãäå îðòîãîíàëüíûé òåíçîð aik è âåêòîð ci ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Â îòëè÷èå îò ïðèíöèïà Ãàëèëåî, ñôîðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï, êî-
òîðûé íàçûâàåòñÿ òàêæå ïðèíöèïîì ìàòåðèàëüíîé îáúåêòèâíîñòè, ñïðà-
âåäëèâ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ñèëàìè èíåðöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ íàëàãàåìûå íà ôîðìó óðàâíåíèé ïåðåíî-
ñà ñôîðìóëèðîâàííûì ïðèíöèïîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, êîãäà ïðåîáðà-
çîâàíèå (7.16) ïðèìåíÿåòñÿ ê êîîðäèíàòàì, òåíçîð ãðàäèåíòîâ ñêîðî-
ñòè ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

νik = ailakjν
′
lj + ȧilakl.

Òî÷êà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî âðå-
ìåíè.

Ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð ãðàäèåíòà ñêîðîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåí-
çîð, íåçàâèñÿùèé îò âðåìåíè

γik = ailakjγ
′
lj , (7.17)

â òî âðåìÿ êàê àíòèñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

ωik = ailakjω
′
lj + ȧilakl. (7.18)

Îáðàùàÿñü ê âíóòðåííèì ïåðåìåííûì, ðàññìîòðèì îäíó èç âåëè-
÷èí, êîòîðàÿ, ïîëàãàåì, ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà è ïðå-
îáðàçóåòñÿ ïîäîáíî êîîðäèíàòàì, òî åñòü, êîíòðèíâàðèàíòíî

ξik...l = aijaks . . . alnξ
′
js...n.

Äèôôåðåíöèðóÿ òåíçîð îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, íàõîäèì, ÷òî

dξik...l
dt

= ȧijapjξpk...l+ȧkjapjξip...l+. . .+ȧljapjξik...p+aijaks . . . aln
dξ′js...n

dt
.

Âûðàæåíèÿ òèïà ȧilakl îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñîîòíîøåíèþ (7.18), ÷òî ïîç-
âîëÿåò ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ôîðìå

dξik...l
dt

− ωipξpk...l − ωkmξim...l − . . .− ωlnξik...n

= aijaks . . . aln

(
dξ′is...n
dt

− ω′
jqξ

′
qs...n − ω′

sqξ
′
jq...n − . . .− ω′

nqξ
′
js...q

)
.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè
êîîðäèíàò êîìáèíàöèÿ

Dξik...l
Dt

=
dξik...l
dt

− ωipξpk...l − ωkmξim...l − . . .− ωlnξik...n (7.19)
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ïðåîáðàçóåòñÿ êàê íåçàâèñèìûé îò âðåìåíè òåíçîð (Jaumann, 1911).
Âûðàæåíèå (7.19) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ßóìàííà òåíçîðà ξik...l îò-
íîñèòåëüíî âðåìåíè.

Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà
ξik...l, ñðåäè êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ßóìàííà èìååò ñàìóþ ïðîñòóþ ôîð-
ìó. Äåéñòâèòåëüíî, èç âûðàæåíèé (7.18) è (7.19) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

ȧilakl = ωik + κγik − aisakj(ω
′
sj + κγ′

sj)

ãäå κ - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñîîò-
íîøåíèå, ÷òîáû ââåñòè ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè
ïðîèçâîäíîé ßóìàííà.

Êîâàðèàíòíûå òåíçîðû ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäîáíûì ñïîñîáîì.

7.5 Âÿçêîóïðóãèå æèäêîñòè

Ìîæíî òåïåðü âîçâðàòèòüñÿ ê ñèñòåìå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé,
îáñóæäàåìûõ â ðàçäåëå 6.3. Óðàâíåíèÿ (7.13) ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ
áûòü êîâàðèàíòíûìè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (7.16) ìîãóò áûòü íàïèñà-
íû â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå

1

2
(σik + σki + 2pδik) = ηikjsγjs + Likj∇jT +Mikαξα,

1

2
(σik − σki) = Dikαξα,

−Hi = Lijsγjs +Aij∇jT +Giαξα,

−Dξα

Dt
= Mαjsγjs +Gαi∇iT + Pαγξγ ,

(7.20)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ßóìàííà îïðåäåëåíà êàê

Dξα

Dt
=

dξα

dt
+Dαjsωjs. (7.21)

Ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (7.20) îïðåäåëÿåò ïîòîêè êàê êâàçè-ëèíåéíûå
ôóíêöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë. Âñå ìàòðèöû â ñîîòíîøåíèÿõ (7.20)
çàâèñÿò îò âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, ìàòðèöà Dαjs ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî òåíçîðà ξα ïðè ñðàâíåíèè óðàâíåíèÿ
(7.21) ñ îïðåäåëåíèåì (7.19).
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Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (7.20) ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó îïðåäåëÿþ-
ùèõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè; ÷åòâåðòîå ñîîòíîøåíèå â ñè-
ñòåìå (7.20) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåëàêñàöèè äëÿ ïåðåìåííîé ξα è
îòâåòñòâåííî çà ýôôåêòû âÿçêîóïðóãîñòè. Åñëè âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t
ìíîãî áîëüøå âðåìåí ðåëàêñàöèè τ âñåõ âíóòðåííèõ ïðîöåññîâ, èçìåíå-
íèåì âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ξα = 0, è óðàâíåíèÿ
(7.20) ñâîäÿòñÿ ê îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì íåëèíåéíîé âÿçêîé æèä-
êîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ÿâíî ðåëàêñàöèîííûå
óðàâíåíèÿ, îäíàêî íàáîð âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ íå îïðåäåëÿåòñÿ â
ñòðóêòóðå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè, è óðàâíåíèÿ (7.20) íå ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû äàëåå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.3

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èñïîëüçóåì îáùèå ñîîòíîøåíèÿ (7.20) è (7.21),
äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé â ïðîñòîì ñëó÷àå èçîòåð-
ìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè áåç îáúåìíûõ ñèë è áåç âðàùàþùå-
ãî ìîìåíòà îáúåìíûõ ñèë. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ
åäèíñòâåííîé âíóòðåííåé ïåðåìåííîé � ñèììåòðè÷åñêèì òåíçîðîì âòî-
ðîãî ðàíãà ξjs. Óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé

σik(ξ) = Mikjs(ξ) ξjs, ϕij(ξ) = Pijls(ξ) ξls

è íàïèñàòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

σik + pδik = ηikjs(ξ) γjs + σik(ξ),

−Dξij
Dt

= Vijls(ξ) γls + ϕij(ξ). (7.22)

Ìàòðèöà âî âòîðîì óðàâíåíèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ëèíåéíîé
ôîðìå

Vijls = −1

2
κ(ξilδjs + ξjsδil + ξisδjl + ξjlδis) (7.23)

ãäå κ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîì ïàðàìåòðîì, êîòîðîìó îáû÷íî ïðèïèñûâàþò
çíà÷åíèÿ ±1 èëè 0.

Ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè â çàïèñàííûõ óðàâíåíèÿõ îñòàþò-
ñÿ íåèçâåñòíûìè, òàê ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëåå, ìû

3Íàèáîëåå èçâåñòíûé ïðèìåð âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé ïðåäñòàâëÿþò ïîëèìå-
ðû è èõ ðàñòâîðû. Áûëî óñòàíîâëåíî (Pokrovskii, 2010), ÷òî íåîáõîäèìî çàäàòü äâà
íàáîðà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè ñëàáî ïåðåïóòàííûõ ïîëèìåðíûõ
ñèñòåì íåîáõîäèì íàáîð êîíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ xα

ik, êîòîðûå õàðàêòåðè-
çóþò îòêëîíåíèÿ ôîðìû è ðàçìåðà ìàêðîìîëåêóëÿðíûõ êëóáêîâ îò ðàâíîâåñíûõ
çíà÷åíèé. ×òîáû îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ñèëüíî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåì, íóæíî, êðî-
ìå íàáîðà êîíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ, èìåòü íàáîð ïåðåìåííûõ uα

ik, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñî ñðåäíåé îðèåíòàöèåé ÷àñòåé ìàêðîìîëåêóë.
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äîëæíû ïðèâëå÷ü ýìïèðè÷åñêèå ñâèäåòåëüñòâà è äîïóñòèòü íåêîòî-
ðûå óïðîùåíèÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ æèäêîñòåé, íàïðèìåð, ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç ñèñòå-
ìû (7.22), à âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (7.22) ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â îáùåì âèäå êàê ôóíêöèè òåíçîðà âíóòðåííåé ïå-
ðåìåííîé ξil

σik = σ0δik + σ1ξik + σ2ξilξlj ,

ϕik = ϕ0δik + ϕ1ξik + ϕ2ξilξlk, (7.24)

ãäå êîýôôèöèåíòû σi è ϕi (i = 0, 1, 2) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òðåõ
èíâàðèàíòîâ òåíçîðà ξil

I1 =
3∑

i=1

ξii, I2 =
1

2

∑
i,j

(ξijξji − ξiiξjj), I3 = |ξij |. (7.25)

Ñîîòíîøåíèÿ (7.22) - (7.25) ïðåäñòàâëÿþò îáùóþ ôîðìó íåëèíåé-
íîãî îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ åäèíñòâåí-
íûì âíóòðåííèì ïàðàìåòðîì. Ýòà ôîðìà îõâàòûâàåò ìíîæåñòâî ýì-
ïèðè÷åñêèõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Ìîæíî ñîñëàòüñÿ äëÿ ïðèìåðà
íà óðàâíåíèÿ (43) è (44) â ñòàòüå (Pyshnograi et al, 2009), êîòîðûå
îêàçàëèñü î÷åíü óäà÷íûìè äëÿ ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåé.

7.6 Ðàçíîîáðàçèå ôîðì îïðåäåëÿþùèõ ñî-

îòíîøåíèé

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé, îïèñàí-
íûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ñîäåðæàò ðåëàêñàöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ
âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâè-
ñèìûå ïåðåìåííûå â ñèñòåìå óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòåé. Îäíàêî
â ïðåæíèå âðåìåíà, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò ëîðäà Êåëüâèíà (Thomson, 1865),
Ìàêñâåëëà (Maxwell, 1867) è Áîëüöìàíà (Boltzmann, 1874), îïðåäå-
ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé ôîðìóëèðîâàëèñü
êàê ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è êèíåòè÷åñêèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû áåç óïîìèíàíèÿ
âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî,
÷òî èç ôîðìàëèçìà ñ âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè ñëåäóþò äâà òèïà
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå.
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Äëÿ èëëþñòðàöèè ìû ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

σik + pδik = 3
η

τ

(
ξik − 1

3
δik

)
, (7.26)

dξik
dt

− νijξjk − νkjξji = −1

τ

(
ξik − 1

3
δik

)
, (7.27)

ãäå êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè η è âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè èíâàðèàíòîâ (7.25) òåíçîðà ξik, êàê âíóòðåííåé ïåðåìåííîé. Ïðè
èñêëþ÷åíèè òåíçîðà ξij èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.26) è (7.27), ìû ìî-
æåì ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è òåíçîðîì
ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè. Ýòî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèå (7.26) ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-
ëåíèåì òåíçîðà ξij , êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîäñòàâëåí âî âòîðîå óðàâ-
íåíèå (7.27). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé τik = σik + pδik

dτik
dt

− νijτjk − νkjτji = −1

τ
(τik − 2ηγik). (7.28)

Âåëè÷èíû τ è η â óðàâíåíèè (7.28) çàâèñÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò èíâàðè-
àíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé τik è òåíçîðà ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè. Ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî ïîâåäåíèå íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â íåñòà-
öèîíàðíîì ñîñòîÿíèè îêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷íûì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
ÿâëÿþòñÿ ëè ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ τ è η ôóíêöèÿìè òåíçîðà ãðà-
äèåíòîâ ñêîðîñòè èëè òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Â ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ è êîýôôèöèåíò âÿç-
êîñòè η ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, èç ñîîòíîøåíèÿ (7.28) ñëåäóåò
óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (Maxwell, 1867)

d(σik + pδik)

dt
+

1

τ
(σik + pδik) = 2

η

τ
γik. (7.29)

Èçëîæåíèå ðàôèíèðîâàííîãî âûâîäà óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå
Ëàíäàó è Ëèôøèöà (1988, ñòð. 36).

Ïðè äðóãîì âàðèàíòå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ìîæåì âîîáðàçèòü, ÷òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.27) ìîæåò áûòü íàéäåíî. Íèæå, ðåøåíèå çàïè-
ñàíî äëÿ îäíîðîäíîãî ïîòîêà ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè

ξik =
1

3
δik +

∫ ∞

0

exp
(
− s

τ

)
γij(t− s)ds
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+

∫ ∞

0

exp
(
− s

τ

)∫ ∞

0

exp
(
−u

τ

)
× [νij(t− s)γjk(t− s− u)− νkj(t− s)γji(t− s− u)] du ds.

Äàëåå, íàéäåííîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü âñòàâëåíî â óðàâíåíèå (7.26),
ïîñëå ÷åãî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò òåíçîð íàïðÿæåíèÿ
êàê ôóíêöèþ òåíçîðà ãðàäèåíòà ñêîðîñòè â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Ëèíåéíîå ïî ãðàäèåíòàì ñêîðîñòè ñëàãàåìîå èìååò âèä

σij = −pδij + 2
η

τ

∫ ∞

0

exp
(
− s

τ

)
γik(t− s)ds. (7.30)

Â îáùåì ñëó÷àå, òåíçîð íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â
ðÿä ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ.

Îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèé (7.28) è (7.30) íà ñëó÷àé ìíîãèõ ðåëàêñà-
öèîííûõ ïðîöåññîâ íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé. Â ñàìîì ïðîñòîì
ñëó÷àå îäíîðîäíîãî äâèæåíèÿ îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ (7.30) èìååò
âèä

σik = −pδik + 2

∫ ∞

0

η(s)γik(t− s)ds. (7.31)

Ôóíêöèÿ ïàìÿòè η(s) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, åñëè íàáîð âíóòðåííèõ
ïåðåìåííûõ çàäàí.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûé, êòî èñïîëüçîâàë ôóíêöèîíàëüíûå
îòíîøåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, áûë
Áîëüöìàí (Boltzmann, 1874). Ïîíÿòèå î òîì, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé â
îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ôóíêöèÿ ãðàäèåíòîâ ñêîðî-
ñòè èëè ãðàäèåíòîâ ñìåùåíèÿ â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè, áûëî
ïîëîæåíî â îñíîâó ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè òàê íàçûâàåìûõ ïðî-
ñòûõ ìàòåðèàëîâ (Coleman è Íîëë, 1961).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî èìååòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè. Êîíå÷íî, ðàç-
ëè÷íûå ôîðìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëþáóþ èç íèõ, ÷òîáû îïèñàòü ïîâåäå-
íèå âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé. Îäíàêî, îïèñàíèå æèäêîñòè â òåðìèíàõ
âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ î ìèêðîñòðóêòóðå ìàòåðèàëà (åñëè îíà äîñòóïíà) è, ôàê-
òè÷åñêè, îêàçûâàåòñÿ ñàìîé óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëèðîâêîé îïðåäåëÿ-
þùèõ óðàâíåíèé. Ñõåìà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âíóòðåííåå ïåðåìåííûå,
îòðàæàåò áîëåå ãëóáîêîå ïðîíèêíîâåíèå â ìåõàíèçìû âÿçêîóïðóãî-
ãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ è ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ, âñå ïðåäñòàâëåíèÿ î äåôîðìèðîâàííîì ìàòåðèàëå ìîãóò áûòü
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îáúåäèíåíû è êëàññèôèöèðîâàíû. Îäíàêî, íàáîð âíóòðåííèõ ïåðåìåí-
íûõ ñïåöèôè÷åí äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ è íå ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåí â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè. Ïðèíöèïû ôîðìóëèðîâêè
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè äëÿ ëþáûõ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ÿñíû, è
â ýòîì ñìûñëå, ìîæíî ãîâîðèòü îá îáùåé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè
âÿçêîóïðóãîñòè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âñåâîçìîæíûå êîíêðåòíûå ñëó÷àè.
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