
Ãëàâà 5

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ

òåðìîäèíàìèêè

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, îáñóæäàåìûå â ïåðâûõ ãëàâàõ,
áûëè ñôîðìóëèðîâàíû íåçàâèñèìî îò êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î
ñòðîåíèè ñèñòåìû; îãîâàðèâàëîñü òîëüêî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòå-
ìà ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ÷àñòèö. Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå âåëè-
÷èíû ÷åðåç ìèêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Òåðìîäèíà-
ìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà èçó÷àþò îäíè è òå æå îáúåêòû � ñè-
ñòåìû, ñîñòîÿùèå èç ìíîãèõ ÷àñòèö, íî, ôàêòè÷åñêè, ïðèíöèïû òåð-
ìîäèíàìèêè, îêàçûâàþòñÿ ïåðâè÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèíöèïàìè
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

5.1 Äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ òåðìîäèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå

Âî âòîðîé ãëàâå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî òåðìîäèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó, êàê â ðàâíîâåñíîì, òàê è â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíè-
ÿõ, ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñîñòîÿ-
íèÿ, âàæíåéøèìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ U , ñâîáîäíàÿ
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ýíåðãèÿ F è ýíòðîïèÿ S. Ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðà-
ìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ: òåìïåðàòóðû T , ôóíäàìåíòàëüíûõ è âíóòðåííèõ
ïåðåìåííûõ, x1, x2, . . . , xn è ξ1, ξ2, . . . , ξs,

U(S,x, ξ) = U(S, x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξs),

F (T,x, ξ) = F (T, x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξs),

S(T,x, ξ) = S(T, x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξs). (5.1)

Ïî ñïîñîáó îïðåäåëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, êàê â ðàâíî-
âåñèè, òàê è â íåðàâíîâåñèè, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óíèâåðñàëüíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè

U = F + TS, S = −∂F

∂T
, T =

∂U

∂S
. (5.2)

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ââåäåíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêè, íà îñíîâå
ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ, è îòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè íå çà-
âèñÿò îò êàêîé-ëèáî èíòåðïðåòàöèè èëè äåòàëåé ñòðîåíèÿ ñèñòåìû.

Ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
ìíîãèõ ÷àñòèö, òàê ÷òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îïèñàíèå ñèñòåìû,
êàê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö � ìèêðîñêîïè-
÷åñêîå îïèñàíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè (ñì., íàïðè-
ìåð, Ëàíäàó è Ëèôøèö, 1973), ñîñòîÿíèå êàæäîé ÷àñòèöû ñèñòåìû
çàäàíî êîîðäèíàòîé è èìïóëüñîì, òàê ÷òî ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû N ÷àñòèö çàäàíî íàáîðîì êîîðäèíàò q1, q2, . . . q3N è èìïóëüñîâ
p1, p2, . . . p3N. Âñåãî íàì íåîáõîäèìû 6N ïåðåìåííûõ äëÿ òîãî, ÷òî-
áû çàôèêñèðîâàòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ìîæíî ñêàçàòü, ìèêðîñîñòîÿíèå
ñèñòåìû, êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîîð-
äèíàòû è èìïóëüñû ÷àñòèö ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì
äâèæåíèÿ

dqj
dt

=
∂H

∂pj
,

dpj
dt

= −∂H

∂qj
, j = 1, 2, . . . 3N, (5.3)

ãäå H � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÷àñòèö. Ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿåò âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòå-
ìû, çàïèñàííîå ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû âñåõ ÷àñòèö. Â ñëó÷àå,
íàïðèìåð, ïðîñòîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç N îäèíàêîâûõ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ÷àñòèö, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà èìååò âèä

H(p1, p2, . . . p3N; q1, q2, . . . q3N) =
3N∑
j=1

p2j
2m

+ V (q1, q2, . . . q3N), (5.4)
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå â Ãàìèëüòîíîâîé
ôîðìå, òàêæå êàê è ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå, íîñèò óíèâåðñàëü-
íûé õàðàêòåð: îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âêëþ÷åíû â ôóíêöèþ
Ãàìèëüòîíà.

Êàê ñîïîñòàâèòü äâà ïîäõîäà?

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå è ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèÿ ìîãóò áûòü ñîïî-
ñòàâëåíû: òîëüêî íóæíî íàéòè ñïîñîá ïåðåõîäà îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ ê ìàêðîñêîïè÷åñêèì. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà
T è òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . ÿâëÿþòñÿ
ìàêðîñêîïè÷åñêèìè àíàëîãàìè êîîðäèíàò q1, q2, . . . q3N è èìïóëüñîâ
p1, p2, . . . p3N òîé æå ñàìîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìîé ñ ìèêðîñêîïè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòî-
ðûå ôèêñèðîâàííûå êîìáèíàöèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, âî
âñÿêîì ñëó÷àå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ ñèñòåìû (â îïðåäåë¼ííûé ìîìåíò âðåìåíè) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà, è ìû ìîæåì çàïèñàòü

U(S,x, ξ) = H(p1, p2, . . . p3N; q1, q2, . . . q3N; x). (5.5)

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà âêëþ÷àåò â îáùåì ñëó÷àå îäèí èëè íåñêîëüêî
êîíòðîëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ x, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûì
òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèè
è ó÷¼òå ñîîòíîøåíèé (5.3) íàõîäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó èçìåíåíèåì
ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû è ðàáîòîé, ñâÿçàííîé ñ êîíòðîëèðóþùèìè
ïàðàìåòðàìè (ôóíäàìåíòàëüíûìè ïåðåìåííûìè òåðìîäèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû)

dH(q,p,x)

dt
=
∑
j

∂H

∂xj

dxj

dt
= −

∑
j

Xj(q,p,x)
dxj

dt
,

ãäå Xj ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê
îêðóæåíèþ.

Äëÿ ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ äâóõ ïîäõîäîâ àðãóìåíòû ôóíêöèè òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîé ïîëíîé ýíåðãèè: ýíòðîïèÿ S è âíóòðåííèå ïåðåìåí-
íûå ξ äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû êàê ôóíêöèîíàëû ôàçîâûõ ïåðåìåí-
íûõ: êîîðäèíàò q1, q2, . . . q3N è èìïóëüñîâ p1, p2, . . . p3N. Çàäà÷à îïðå-
äåëåíèÿ ïðàâèë ñîñòàâëåíèÿ êîìáèíàöèé è ïðåîáðàçîâàíèé ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ (êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ âñåõ ÷àñòèö), ïîçâîëÿþùèõ îïðå-
äåëèòü âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòèñòè-
÷åñêîé ôèçèêîé.
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Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ïîçâîëÿåò ââåñòè ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ðåàëèçàöèé ìàêðîñêîïè-
÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ÷òî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñèñòåìû. Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâíîâåñíûõ
ñîñòîÿíèÿõ, ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, ïîçâîëÿ-
þùåãî âû÷èñëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, áûëè ñôîð-
ìóëèðîâàíû Ãèááñîì (Gibbs, 1902), è ýòî ÿâëÿåòñÿ åãî âåëè÷àéøèì
äîñòèæåíèåì. Èçó÷åíèå íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé íà÷àëîñü, ãëàâíûì
îáðàçîì, ñî ñëó÷àåâ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

5.2 Ââåäåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ

Ðàññìîòðèì òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâå-
ñèè èëè â îäíîì èç ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, òàê ÷òî ýòî ìàêðîñêî-
ïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ T,x, ξ è íå èçìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè. Õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ñèñòåìû èìåþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Êàê ñîâîêóïíîñòü
÷àñòèö, ñèñòåìà ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è èìååò
íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè U . Åñëè ñ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè (ξ = 0), òî
çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè U ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì âíóòðåííåé òåðìî-
äèíàìè÷åñêîé ýíåðãèè E. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå U ≥ E.

Ïðè ïîëíîì îïèñàíèè ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-
âåäåíèå êàæäîé ÷àñòèöû. Åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàòû è èìïóëüñà ÷àñòèöû (òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå), òî òðàåê-
òîðèÿ êàæäîé ÷àñòèöû, ñîãëàñíî çàïèñàííûì âûøå óðàâíåíèÿì (5.3),
îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íûì îáðàçîì

qj = qj(q(0),p(0), t), pj = pj(q(0),p(0), t), j = 1, 2, . . . 3N

Çàêîí èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ â 6N -ìåðíîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ïðîáåãàåò òî÷êè â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò òåðìîäèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó â çàäàííîì ìàêðîñîñòîÿíèè. Èíûìè ñëîâàìè, âûáðàííîå
ìàêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ìíîãèìè ðàçëè÷íû-
ìè ñïîñîáàìè. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îäíîìó ìàêðîñîñòîÿíèþ ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíîæåñòâî ìèêðîðåàëèçàöèé (ìèêðîñîñòîÿíèé).

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ U,x, ξ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíî-
ñèòåëüíî ñäâèãà ïî âðåìåíè, è ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñäâèãàõ íà èí-
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òåðâàë âðåìåíè ∆t â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè
ìîæíî ïðèãîòîâèòü ìíîæåñòâî êîïèé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé îä-
íîìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ, îïðåäåë¼ííîìó çíà÷åíèÿìè ïå-
ðåìåííûõ U,x, ξ. Êàæäàÿ êîïèÿ ñèñòåìû ôèêñèðîâàíà îïðåäåëåííûì
íàáîðîì çíà÷åíèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ q è p, è ìîæíî ãîâîðèòü
î êîïèè êàê î ìèêðîñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàêèì
îáðàçîì, íàáîð êîïèé ñèñòåìû ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí. ×èñëî êîïèé
Ω(U,x, ξ) ìîæíî òàêæå íàçâàòü ÷èñëîì ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïðè
çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ U,x, ξ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõî-
äèòñÿ â îäíîì èç ìèêðîñîñòîÿíèé, íî ìû íå çíàåì â êîòîðîì.

Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ðàâíîâåðî-
ÿòíî â ëþáîì èç åå äîñòóïíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé, è ýòî óòâåðæäåíèå,
ñïðàâåäëèâîå, î÷åâèäíî, êàê äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òàê
è äëÿ ñòàöèîíàðíîé íåðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè, ðàññìàòðèâàþò êàê îñ-

íîâíîé ïîñòóëàò ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà çàäàííûõ òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îïðåäåëÿåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ
êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö. Íàïðèìåð, êîîðäèíàòû ÷àñòèö îãðàíè-
÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â îïðåäåë¼ííîé
îáëàñòè. Åñëè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ïîñòîÿííà, òî
óñëîâèå

U =
∑
j

p2j
2m

+ V (q1, q2, . . . q3N)

îïðåäåëÿåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëü-
ñîâ. Òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ òàêæå óñòàíàâ-
ëèâàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ.

×òîáû îïèñàòü íàïîëíåííîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîçäàííûìè
êîïèÿìè, ïðåäñòàâèì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ìîæåò áûòü
ðàçäåëåíî íà ÿ÷åéêè ñ îáúåìîì

3N∏
α=1

∆qα∆pα

Èç-çà îãðàíè÷åíèé, óñòàíîâëåííûõ çíà÷åíèÿìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ U,x, ξ, íåêîòîðûå ÿ÷åéêè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâà-
þòñÿ íåäîñòóïíûìè: âûäåëÿþòñÿ ÿ÷åéêè, êîòîðûå ñîäåðæàò ÷àñòü òðà-
åêòîðèè ñèñòåìû. Íå âñå ÿ÷åéêè èç äîñòóïíûõ ÿ÷ååê ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî çàíÿòûìè. ×èñëî êîïèé Ωq,p =
Ωq,p(U,x, ξ) â ÿ÷åéêå ñ îïðåäåëåííûì îáúåìîì è ñî ñïåöèôè÷åñêèìè
çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò q,p ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ÷àñòüþ îáùåãî êîëè-
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÷åñòâà äîñòóïíûõ ÿ÷ååê, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü∑
q,p

Ωq,p(U,x, ξ) = Ω(U,x, ξ). (5.6)

Ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ÿ÷åéêàì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîëíîå ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû Ω(U,x, ξ) çàâèñèò îò ïðî-
èçâîëüíîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ñäâèãà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àíñàìáëÿ, ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû â ÿ÷åéêå ñ çàäàííûìè çíà÷å-
íèÿìè êîîðäèíàò Ωq,p(U,x, ξ) çàâèñèò, êðîìå òîãî, îò óñòàíîâëåííîãî
ðàçìåðà ÿ÷åéêè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.1 ×òîáû èñêëþ÷èòü çàâèñè-
ìîñòü îò ïðîèçâîëüíûõ âåëè÷èí, ðàññìàòðèâàþò, âî-ïåðâûõ, îòíîøå-
íèå âåëè÷èí, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîïèé ïî
ÿ÷åéêàì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

PU,x,ξ(q,p) =
Ωq,p(U,x, ξ)

Ω(U,x, ξ)
. (5.7)

Îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü çàâèñèò, î÷åâèäíî, îò îáúå-
ìà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. ×òîáû ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó, íåçàâèñèìóþ
îò îáúåìà ÿ÷åéêè, óäîáíî ââåñòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè ρ(q,p) â òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè q è p òàêóþ,
÷òî

P (q,p) = ρ(q,p)∆q∆p (5.8)

è ñ÷èòàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó∫
ρ(q,p) dqdp = 1. (5.9)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ìîæåò áûòü ïîñòðîåí äëÿ
ñèñòåìû ñ íåèçìåííûìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî ðàâíîâåñíûå èëè ñòàöèîíàðíûå íåðàâíîâåñíûå
ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî îïèñûâàòü ýòèì ìåòî-
äîì; ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ââåñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ íå
çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíà, ñðåä-
íåå çíà÷åíèå ëþáîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ìîæåò áûòü íåïî-
ñðåäñòâåííî âû÷èñëåíî.

1Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ðàçìåð ÿ÷åéêè ââåäåí èñêóññòâåííî, íî â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ìàñøòàá: ðàçìåð ÿ÷åéêè îãðàíè÷åí ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà

3N∏
j=1

∆qj∆pj > h̄3N
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5.3 Ñòàòèñòèêà èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû

5.3.1 Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ýíåð-
ãèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è èìååò îïðå-
äåëåííîå çíà÷åíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé
ñèñòåìû èìååò îïðåäåëåííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå U . Åñëè ñèñòåìà
íåïîäâèæíà, òî â ñèëó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû U òðàåêòîðèÿ ðàñïîëîæåíà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà
ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè

3N∑
j

qj = 0,
3N∑
j

pj = 0,
3N∑
j

p2j
2m

+ V (q1, q2, . . . q3N) = U.

Â ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû U
ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèåé E, òàê ÷òî ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå

ρ(q,p) = δ(E −H(q,p)) (5.10)

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Èçîëèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåðàâíîâåñèè, õîòÿ
òðóäíî ïðåäñòàâèòü ýòî íåðàâíîâåñèå ñòàöèîíàðíûì; âíóòðåííèå ïå-
ðåìåííûå, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó, èñ÷åçà-
þò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â ñëó÷àå, åñëè áû ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü
ñèñòåìó â ñòàöèîíàðíîé íåðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè è áûëî áû èçâåñòíî
âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ïåðåìåííîé ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû,
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãëà áû áûòü çàïèñàíà â âèäå

ρ(q,p) = δ(U −H(q,p))δ(ξ − ξ(q,p))

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû U íå ñîâïàäàåò
ñ âíóòðåííåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèåé E, U ≥ E.

5.3.2 Ýíòðîïèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû

Âàæíåéøåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèè S, î êîòîðîé èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Ïî-âèäèìîìó, Áîëüö-
ìàí (Sommerfeld, 1952) ïåðâûé ïðèøåë ê ìûñëè ñîïîñòàâèòü ýíòðîïèþ
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ñ ÷èñëîì ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû è çàïèñàòü ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ

S = S(Ω).

Ïðè ýòîì ýíòðîïèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýêñòåíñèâíàÿ âåëè÷èíà, è äëÿ
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ èçîëèðîâàííûõ ïîäñèñòåì, äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

S = S1 + S2.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîé ñè-
òóàöèè.

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ìèêðîñêî-
ïè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ êàæäîé èç ïîäñèñòåì õàðàêòåðèçîâàíà ÷èñëàìè äî-
ïóñòèìûõ ìèêðîñîñòîÿíèé

Ω1 = Ω1(N1, E1), Ω2 = Ω2(N2, E2).

×èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé ñîñòàâíîé ñèñòåìû Ω = Ω12 çàâèñèò, î÷åâèäíî,
îò óñëîâèé îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñèñòåì. Åñëè ñèñòåìû èçîëèðîâàíû äðóã
îò äðóãà, òî îáùåå ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

Ω = Ω(N1, N2, E1, E2) = Ω1(N1, E1)Ω2(N2, E2). (5.11)

Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ñèñòåìû íå èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà, òî åñòü
äîïóñêàåòñÿ îáìåí ÷àñòèöàìè è ýíåðãèåé, ñëåäóåò çàïèñàòü äðóãîå ñî-
îòíîøåíèå

Ω = Ω(N1 +N2, E1 + E2) > Ω1(N1, E1)Ω2(N2, E2). (5.12)

Ðàññìàòðèâàÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ñèñòå-
ìîé, òàê ÷òî âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñèñòåìàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
÷òî ïîçâîëÿåò äëÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû ïðèíÿòü ñîîòíîøåíèå (5.11), â
ñèëó àääèòèâíîñòè ýíòðîïèè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

S(Ω) = S(Ω1Ω2) = S(Ω1) + S(Ω2).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, íàõî-
äèì

Ω2
∂S(Ω)

∂Ω
=

∂S(Ω1)

∂Ω1
, Ω1

∂S(Ω)

∂Ω
=

∂S(Ω2)

∂Ω2
.

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì çàïèñàòü

Ω1
∂S(Ω1)

∂Ω1
= Ω2

∂S(Ω2)

∂Ω2
= Ω

∂S(Ω)

∂Ω
= k,
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ãäå k ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, òàê ÷òî äëÿ ëþáîé
èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû èìååì

S(Ω) = k lnΩ. (5.13)

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýíòðîïèåé è ÷èñëîì ñîñòîÿíèé (òåðìîäèíàìè÷å-
ñêàÿ âåðîÿòíîñòü) áûëî óñòàíîâëåíî Áîëüöìàíîì (ñì. òàêæå îáñóæäå-
íèå â âîñüìîé ãëàâå, ðàçäåë 8.2.4).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5.2) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà òåìïåðàòóðà

1

T
=

∂S

∂E
=

∂ lnΩ

∂E
. (5.14)

Óäîáíî ñ÷èòàòü ýíòðîïèþ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé è ïîëàãàòü k = 1,
ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà èçìåðÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè åäèíèöàìè.

5.4 Ñòàòèñòèêà çàêðûòîé ñèñòåìû

Çàêðûòàÿ ñèñòåìà èìååò ïîñòîÿííûé ñîñòàâ, íî ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå
ïîñòîÿííà; â òåïëîâîé ôîðìå ýíåðãèÿ ïåðåäà¼òñÿ îò ñèñòåìû ê îêðó-
æåíèþ è íàîáîðîò. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåé-
ñÿ â ðàâíîâåñèè, ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ìåòîäó Ãèááñà (Gibbs, 1902)
â îáùåì âèäå, ÷òî ïîçâîëÿåò óêàçàòü óíèâåðñàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé.

5.4.1 Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðè÷¼ì îäíà èç íèõ ïîìåùåíà âíóòðè äðóãîé ñè-
ñòåìû, á�îëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé ñèñòåìîé è íàçûâàåìîé òåð-
ìîñòàòîì, ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåí-
íàÿ ñèñòåìà èçîëèðîâàíà è íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ïðè
òåìïåðàòóðå T , ïðè ýòîì òî÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñîñòàâíîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

E0 = E + ET = const.

Âîçìîæåí îáìåí òåïëà ìåæäó ìàëîé ñèñòåìîé è òåðìîñòàòîì, òàê ÷òî
ìàëàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàêðûòîé ñèñòåìîé.

Âåðîÿòíîñòü äëÿ ìàëîé ñèñòåìû èìåòü íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå
çíà÷åíèå ýíåðãèè E ñëåäóåò çàïèñàòü êàê

PE =
Ω(E) ΩT(ET)

Ω0(E0)
, (5.15)
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T

Òåðìîñòàò

Ðèñóíîê 5.1 Ñõåìà ñèòóàöèè

ãäå Ω(E) è ΩT(ET) - ÷èñëà ìèêðîñîñòîÿíèé ìàëîé ñèñòåìû è òåðìîñòà-
òà. ×èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé âñåé ñèñòåìû Ω0(E0) îêàçûâàåòñÿ á�îëüøèì,
÷åì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ìèêðîñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ìàëîé ñèñòåìû è òåðìîñòàòà E è ET, ñîîòâåò-
ñòâåííî,

Ω0(E0) > Ω(E)ΩT(ET).

Ñîñòîÿíèÿ ìàëîé ñèñòåìû ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè E ðàñ-
ïðåäåëåíû ïî äîñòóïíûì ÿ÷åéêàì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (5.6),
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàëàÿ ñèñòåìà èìååò çíà÷åíèå ýíåðãèè E è íàõî-
äèòñÿ â ÿ÷åéêå ñî ñïåöèôè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò è èìïóëüñà
q,p çàïèñûâàåòñÿ êàê

PE(q,p) =
1

Ω(E)
=

ΩT(ET)

Ω0(E0)
. (5.16)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü òîëüêî îäíà ìèêðîðåàëèçàöèÿ, ïðè-
íàäëåæàùàÿ ÿ÷åéêå ñ èíäåêñîì q,p, òî åñòü ìèêðîñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì.

Ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïîäñèñòåìû E ñâÿçàíî ñ ñî ñïå-
öèôè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò è èìïóëüñà q,p ÷åðåç ôóíêöèþ
Ãàìèëüòîíà (5.4), òàê ÷òî çàïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò
âåðîÿòíîñòü

PE(q,p) =
ΩT[E

0 −H(q,p)]

Ω0(E0)
.

Ìîæíî òåïåðü èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ òåðìîñòàòîì, ÷òî çàïèñûâàåì
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êàê E ≪ ET, è ïðåîáðàçîâàòü çàïèñàííîå îòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ðàç-
ëîæåíèå

lnΩT[E
0 −H(q,p)] = lnΩT(E

0)−
(
∂ lnΩT(ET)

∂ET

)
ET=E0

H(q,p) + . . .

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5.14)(
∂ lnΩT(ET)

∂ET

)
ET=E0

=
1

T
,

òàê ÷òî

ΩT(ET) = ΩT(E
0) exp

(
−H(q,p)

T

)
+ . . .

Âîçâðàùàÿñü ê âûðàæåíèþ äëÿ âåðîÿòíîñòè (5.16), ïðèíèìàåì âî
âíèìàíèå, ÷òî äëÿ òåðìîñòàòà ΩT(E

0) ≈ Ω0(E0), ÷òî îïðåäåëÿåò âåðî-
ÿòíîñòü, ÷òî ìàëàÿ ñèñòåìà èìååò çíà÷åíèå ýíåðãèè E è íàõîäèòñÿ â
íåâûðîæäåííîì ìèêðîñîñòîÿíèè, ïîìå÷åííîì çíà÷åíèÿìè q,p, â âèäå

PE(q,p) = exp

(
−H(q,p)

T

)
. (5.17)

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

PE(q,p) = ρ[H(q,p)]∆q∆p. (5.18)

Ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè

ρ(q,p) =
1

Z(T )
exp

(
−H(q,p)

T

)
, Z(T ) =

∫
exp

(
−H(q,p)

T

)
dqdp.

(5.19)
Ýòî � êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ çàêðûòîé ñèñòåìû â ðàâíîâåñ-
íîé ñèòóàöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü òàêæå íàïèñàíî êàê ðàñïðåäåëåíèå
ïî çíà÷åíèÿì ýíåðãèè

ρ(E) =
1

Z(E, T )
exp

(
−E

T

)
, Z(E, T ) =

∫
E=const

exp

(
−H(q,p)

T

)
dqdp.

(5.20)

5.4.2 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü òåðìî-
äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ êàê ñðåäíèå çíà÷å-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí è îïðåäåëèòü âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ.
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Âíóòðåííÿÿ òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ E äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîëíîé âíóòðåííåé ýíåðãèåé ñèñòåìû U è ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,
ñðåäíèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ

E(t) =

∫
H(q,p) ρ(q,p) dqdp. (5.21)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (5.13), ýíòðîïèþ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè ýíåðãèè ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà ÷èñëà
äîñòóïíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ

S = −
∑
E

PE ln
1

Ω(E)
.

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â ñèëó ñî-
îòíîøåíèÿ (5.18), ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

S = −
∑

PE(q,p) lnPE(q,p) = −
∫

ln ρ(q,p) ρ(q,p) dqdp. (5.22)

Â ñèëó çàïèñàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ýíåðãèè è ýíòðîïèè, ñðåäíåå
çíà÷åíèå ëîãàðèôìà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (5.19)∫

ln ρ(q,p) ρ(q,p) dqdp = − lnZ(T )− 1

T

∫
H(q,p) ρ(q,p) dqdp (5.23)

îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèå

E − TS = −T lnZ,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðè ñðàâíåíèè ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì
(5.2) îïðåäåëèòü âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè

F = −T lnZ. (5.24)

Ýòî îïðåäåëåíèå, â ñèëó èçâåñòíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøå-
íèé (5.2), ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèÿ âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê çàêðûòîé ñèñòåìû ê âû÷èñëåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòå-
ãðàëà Z(T )

S = −
(
∂F

∂T

)
V

= lnZ + T
∂ lnZ

∂T
,

p = −
(
∂F

∂V

)
T

= T
∂ lnZ

∂V
,
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E = F + TS = T 2 ∂ lnZ

∂T
,

µ(F ) =
dF

dN
= −T

d lnZ

dN
. (5.25)

Ýòè ôîðìóëû óíèôèöèðóþò ðàññìîòðåíèå ïðîáëåì äëÿ ðàâíîâåñ-
íûõ ñèòóàöèé, îäíàêî âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ ñïå-
öèôè÷åñêèõ ñèñòåì, îêàçûâàåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Îáðàçöû âû÷èñ-
ëåíèé ìîãóò áûòü íàéäåíû â ó÷åáíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, Ëàíäàó è Ëèô-
øèö, 1976) è ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ.

5.5 Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè

Ðàâíîâåñíûå è ñòàöèîíàðíûå íåðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ âûäåëåííûìè ñîñòîÿíèÿìè (ñì. ðàçäå-
ëû 1.5 è 4.2): ýíòðîïèÿ ñèñòåìû â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ èìååò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ íåêîíòðîëèðóåìûõ âíóòðåííèõ
ïåðåìåííûõ. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèíöèï � ýâ-
ðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè. Ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó îòêëîíåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò
ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíîâåñíîìó èëè ñòàöèîíàðíîìó íåðàâíî-
âåñíîìó ñîñòîÿíèÿì, çíà÷åíèå ýíòðîïèè óìåíüøàåòñÿ. Ýòî óòâåðæäå-
íèå ïîçâîëÿåò ðàçâèòü âàðèàöèîííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ïðèåìëåìûé êàê äëÿ ñèñòåì â ðàâíîâåñèè, òàê è äëÿ ñè-
ñòåì íàõîäÿùèõñÿ â ñòàöèîíàðíûõ íåðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ.2 Â îñíî-
âå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ñèñòåìû ÷åðåç ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.5.1 Êëàññè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ äîïóùåíèÿõ âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè çàìêíóòîé ñèñòåìû ìî-

2Òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà Äæýéíñîì (Jaynes, 1957) ïðè ññûëêå íà òåîðèþ èíôîð-
ìàöèè, è èíòåðïðåòèðîâàëàñü, êàê ìåòîä ìàêñèìèçàöèè èíôîðìàöèîííîé íåîïðå-
äåë¼ííîñòè èëè èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè. Òåîðèÿ òàêæå ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðî-
ãíîñòè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðàçëè÷íûõ íà-
çâàíèé, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòî íå àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä èëè íîâàÿ ïàðàäèãìà
â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, íî âåñüìà ïîëåçíûé è ïðàêòè÷åñêèé âàðèàöèîííûé ìå-
òîä, êîòîðûé óíèôèöèðóåò âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ
ñèòóàöèé.
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æåò áûòü íàïèñàíî â ôîðìå

S = −
∫

ρ(q,p) ln ρ(q,p)dqdp. (5.26)

Ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê èçîëèðîâàííûì èëè çàêðûòûì òåðìîäèíàìè-
÷åñêèì ñèñòåìàì â ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïîëàãàåì, ÷òî âûðàæå-
íèå äëÿ ýíòðîïèè ëþáîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå è
îòêðûòîé ñèñòåìû, â ðàâíîâåñíîì èëè ñòàöèîíàðíîì íåðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè çàïèñûâàåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì çàêðûòóþ ñèñòåìó ñ îïðåäåë¼ííûì ÷èñëîì ÷àñòèö â ñòà-
öèîíàðíîì íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ðàññìàò-
ðèâàòü ëîêàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ òàêæå çàâèñèò
îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x, íî íå îò âðåìåíè ρ(q,p,x), è èñ-
êàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èç òðåáîâàíèÿ ìàêñèìóìà âûøåóêàçàí-
íîé ôóíêöèè ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ.

Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å î ìàêñèìèçàöèè

×òîáû íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìû èùåì òî÷êó ýêñòðåìóìà
ýíòðîïèè, îïðåäåë¼ííîé âûðàæåíèåì (5.26), ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíè-
òåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ. Óäîáíî ïîëàãàòü, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ρ(q,p), ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó∫

ρ(q,p) dqdp = 1. (5.27)

Íà ñèñòåìó íàëàãàåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïîëíîé
ýíåðãèè ñèñòåìû ∫

H(q,p)ρ(q,p) dqdp = U. (5.28)

ãäå H(q,p) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (5.4).

Êðîìå çàïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå-
ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ íåêîòîðûì äðóãèì îãðàíè-
÷åíèÿì, êîòîðûå ñëåäóåò âûðàçèòü ÷åðåç íåêîòîðûå êîìáèíàöèè ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ãðàäèåíò òåìïå-
ðàòóðû êàê âíóòðåííþþ ïåðåìåííóþ ñëîæíîé ñèñòåìû, ñëåäóåò îïðå-
äåëèòü ýòó âåëè÷èíó â òåðìèíàõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Íà-
ïðèìåð, äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ïðè ó÷¼òå ñîîòíîøåíèÿ E = 3NT/2,
ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà â òî÷êå x îïðåäåëÿåòñÿ êàê

T (x) =
2

3N

∫
H(q,p)ρ(q,p) dqdp.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì ïðîâîäèòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé, à èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò âûïîëíÿåòñÿ
â ïðåäåëàõ ìàëûõ îòðåçêîâ îêîëî çíà÷åíèÿ x. Èíûì îáðàçîì ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå, âíåñÿ îãðàíè÷åíèÿ â ôóíêöèþ Ãàìèëüòî-
íà

T (x) =
2

3N

∫
H(q,p,x)ρ(q,p) dqdp.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿåò ãðàäèåíò òåìïå-
ðàòóðû

∂T

∂xj
=

2

3N

∫
∂H(q,p,x)

∂xj
ρ(q,p) dqdp.

Âîçìîæíî, íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàöèîíàðíûõ
íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò âûðàæåíèå ïåðåìåííûõ
ñëîæíîñòè ÷åðåç ìèêðîñêîïè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñ
ýòîé çàäà÷åé ìîæíî ñïðàâèòüñÿ äëÿ âñåõ, èíòåðåñóþùèõ íàñ, ïåðå-
ìåííûõ ñëîæíîñòè, çàïèñûâàåì ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ âíóòðåííèõ
ïåðåìåííûõ îãðàíè÷åíèÿ∫

Bα(q,p)ρ(q,p) dqdp = ξα, α = 1, 2, . . . , s. (5.29)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìû îáðàùàåìñÿ ñåé÷àñ ê ñëó÷àþ ñëîæíîé ñèñòåìû, êîãäà çíà÷åíèÿ
íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ îòëè÷íû îò íóëÿ è ôèêñèðîâàíû.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñòðå-
ìóìîì ôóíêöèè (5.26) ñ îãðàíè÷åíèÿìè (5.27) � (5.29). Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìåòîäà Ëàãðàíæà âìåñòî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè (5.26)
ñëåäóåò èñêàòü áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì öåëåâîé ôóíêöèè

Φ = −
∫

ρ(q,p) ln ρ(q,p)dqdp− λ0

∫
ρ(q,p) dqdp−

− β

∫
H(q,p)ρ(q,p) dqdp−

∑
α

λα

∫
Bα(q,p)ρ(q,p) dqdp,

(5.30)

ãäå λ0, β è λα ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Óñëîâèå ýêñòðåìóìà îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå

ρ(q,p) = exp

(
−1− λ0 − βH(q,p)−

∑
α

λαBα(q,p)

)
.
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Íîðìàëèçàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (óñëîâèå 5.27) îïðåäåëÿåò
îäèí èç ìíîæèòåëåé

exp(1 + λ0) =

∫
exp

(
−βH(q,p)−

∑
α

λαBα(q,p)

)
dqdp,

òàê ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü íàïèñàíà â ôîðìå

ρ(q,p) = exp

(
Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs)− βH(q,p)−

∑
α

λαBα(q,p)

)
,

(5.31)
ãäå ââåäåíà âåëè÷èíà

Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) = − ln

∫
exp

(
−βH(q,p)−

∑
α

λαBα(q,p)

)
dqdp,

(5.32)
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè è ïå-
ðåìåííûõ ñëîæíîñòè

∂Γ

∂β
= U,

∂Γ

∂λα
= ξα. (5.33)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ìíîæèòåëè êàê ôóíêöèÿ ïå-
ðåìåííûõ ñëîæíîñòè è ýíåðãèè

β = β(U, ξ1, ξ2, . . . , ξs), λα = λα(U, ξ1, ξ2, . . . , ξs). (5.34)

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

Îáðàùàÿñü òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñèñòåìû, çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïîëíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû

U =

∫
H(q,p) ρ(q,p) dqdp. (5.35)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ln ρ(q,p) = Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs)− βH(q,p)−
∑
α

λαBα(q,p)

îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ

S = −Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) + βU +
∑
α

λαξα. (5.36)
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Ñðàâíåíèå ýòîé ôîðìóëû ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì (5.2)
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ è òåìïåðàòóðó ñèñòåìû

F = T

(
Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs)−

∑
α

λαξα

)
, T =

1

β
. (5.37)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòè è òåì-
ïåðàòóðû, òàê ÷òî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.33), ìîæíî çàïèñàòü ïîë-
íûé äèôôåðåíöèàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè

dF =

(
Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs)−

∑
α

λαξα − U

T

)
dT − T

∑
α

λαdξα.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì îòíîøåíèåì (5.2), âûðàæåíèå
(ñî çíàêîì ìèíóñ) â áîëüøèõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïè-
åé (5.36). Âåëè÷èíû −Tλ1, −Tλ2, . . . , −Tλs ÿâëÿþòñÿ òåðìîäèíàìè-
÷åñêèìè ñèëàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî âåëè÷èíå Γ ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì. Îñòàëüíûå òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîæíîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
ïî èçâåñòíûì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì (5.2). Ýòè ôîðìóëû
óíèôèöèðóþò ïðîáëåìó, îäíàêî âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðà-
ëà (5.32) äëÿ ñïåöèôè÷åñêèõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ òðóäíîé ïðîáëåìîé.
Åùå áîëåå ñëîæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå âûðàæåíèé äëÿ
âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ â ìèêðîñêîïè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

5.5.2 Íåòðàäèöèîííûå ôóíêöèîíàëû

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà âûðàæåíèè
äëÿ ýíòðîïèè, êîòîðîå èãðàåò ðîëü ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Õîòÿ èñïîëüçóåìîå âûðàæå-
íèå äëÿ ýíòðîïèè îñíîâàíî íà íåêîòîðûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíè-
ÿõ (ñì. ðàññóæäåíèÿ â ñåäüìîé ãëàâå), â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïîñòðîåíèå
îïðàâäûâàåòñÿ ýìïèðèêîé. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä îêàçûâàåòñÿ íå ïðè-
ìåíèì äëÿ î÷åíü ìàëûõ ñèñòåì. Ñóùåñòâóþò òàêæå ñèñòåìû ñî ñëîæ-
íûì òèïîì ñòðóêòóðû: ðåêóðñèâíî-ïîäîáíûå ñòðóêòóðû èëè ñèñòåìû ñ
ïðîñòðàíñòâåííûìè êîððåëÿöèÿìè äàëüíåãî äåéñòâèÿ, èëè ñïåöèôè÷å-
ñêèå äîëãîâðåìåííûå (çàìîðîæåííûå) êîððåëÿöèè, ê êîòîðûì íåïðè-
ìåíèìû êëàññè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàê, ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå
îáëàñòè íåïðèìåíèìîñòè ÷ðåçâû÷àéíî óñïåøíîé âî ìíîãèõ îòíîøåíè-
ÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ôèçè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ñâÿ-
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çàííîé ñ ôóíêöèîíàëîì (5.26). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè èìååò äðóãîé âèä.

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â èçìåíåíèè âûðàæå-
íèÿ äëÿ ýíòðîïèè, êîòîðóþ âñåãäà ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èñ-
òèííóþ ôèçè÷åñêóþ ýíòðîïèþ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïåðâîå è,
âîçìîæíî íàèáîëåå èçâåñòíîå îáîáùåíèå ôóíêöèîíàëà äëÿ ýíòðîïèè
áûëî ïðåäëîæåíî Öàëèñîì (Tsallis, 1988)

S = −
∫

ρ(q,p)
ρ(q,p)q−1 − 1

q − 1
dqdp. (5.38)

Âåëè÷èíà q ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðåäåëüíîå
âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ïðè q → 1 ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (5.26).

Ôóíêöèîíàë äëÿ ýíòðîïèè (5.38) ñ íåîáõîäèìûìè îãðàíè÷åíèÿìè
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è
âû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Êðîìå óêàçàííîãî âûøå, âîçìîæíû è èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ôóíê-
öèîíàëû äëÿ ýíòðîïèè (Luzzi et al, 2001), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âîçìîæ-
íîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Áó-
äó÷è ïðîèçâîäÿùèì ôóíêöèîíàëîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè, ïðîöåäóðà äà¼ò íà÷àëî ñïåöèôè÷åñêèì ôîðìàì ñòàòèñòèêè. Âàæ-
íî ïðè ýòîì ñëåäèòü, ÷òîáû òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ îñòàâà-
ëèñü íåíàðóøåííûìè. Íå âïîëíå ïîíÿòíî, äîëæíà ëè ýíòðîïèÿ âñåãäà
áûòü àääèòèâíîé âåëè÷èíîé.

5.6 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ïîêà èññëåäîâàí ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè � ýòî òåðìîäè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñòàöèîíàðíîì íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, êîãäà
âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ñëîæíîñòè ïðèñóòñòâóþò è èìåþò ïîñòîÿííûå
çíà÷åíèÿ. Îñòà¼òñÿ ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåòîäà äëÿ ðàññìîòðå-
íèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ è îòêðûòûõ ñèñòåì. Â ñëó÷àå îòêðû-
òûõ ñèñòåì, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå íå ïîñòîÿííî, ôóíêöèÿ Ãà-
ìèëüòîíà äîëæíà áûòü ñêîíñòðóèðîâàíà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ÷òîáû
ó÷åñòü óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (äàëåêî íå âî âñåõ)
äàåò ìîëåêóëÿðíóþ èíòåðïðåòàöèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, íî,
îäíàêî, íåëüçÿ ñêàçàòü, êàê ýòî èíîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòè-
÷åñêàÿ ôèçèêà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì òåðìîäèíàìèêè. Òåðìîäèíàìè-
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÷åñêèå ïðèíöèïû ôîðìóëèðóþòñÿ íåçàâèñèìî è, ôàêòè÷åñêè, ëåæàò â
îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ.
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